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1 Espacio afín 


1.1 Definición de Espacio afín 


Un espacio afín real es una terna (A, V, $) formada por un conjunto A, un 
espacio vectorial real V y una aplicación $ : A x A —> V que cumple: 


1. VPEA y VU € V existe un único Q € A tal que 
p(P,Q) =u. 
2. P(P,Q) + H(Q, R) = H(P, R) para todo P,Q,R € A. 


— 
Notación. Escribiremos ¿(P,Q) = PQ. A los elementos del conjunto A 
los llamamos puntos de A y diremos que V es el espacio vectorial asociado al 
espacio afín (A, V, $). Definimos la dimensión del espacio afín (A, V, $) como 


dim Á = dim V. 
Ejemplo 1 Todo espacio vectorial Y es un espacio afín con espacio vectorial 
asociado V. En efecto, la terna (A, V, 4) donde A =V y la aplicación 4 dada 


por: 
p:AxA— V, Q(8,0) =0-—U, 


verifica las condiciones de la definición de espacio afín. 


Ejemplo 2 Por el ejemplo anterior tenemos que (IR?,IR?, 4) es un espacio 
afín de dimensión 2, (IR*, R*, f) es un espacio afín de dimensión 3. En general 
(R”,R”, $) es un espacio afín de dimensión n. 


1.1.1 Propiedades de los espacios afines 
Sea (A, V, d) un espacio afín real. Se verifica: 
1. $(P,Q) =0 si y sólo si P =Q. 
2. P(P,Q) = —0(Q, P), VP,Q € A. 
3. P(P,Q) = p(R, S) si y sólo si p(P, R) = H(Q, S). 


1.2 Referencia afín 


Sea Á un espacio afín de dimension n con espacio vectorial asociado V. 
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Definición de referencia afín Un conjunto de n+1 puntos (Po; Pi,..., Pay 
de un espacio afín (A, V, f) es un sistema de referencia afín de A si el conjunto 
—— 


de vectores (POP, o PoPr,) es una base del espacio vectorial Y . 
Definición El punto Py € A tal que 4 PpP,,..., PoP, y es una base de V, se 


denomina origen del sistema de referencia (Po; Py, ..., Pa). 


Proposición Dado un punto P, € Á existe un sistema de referencia afín de 
A con origen el punto Po. 


Demostración Por el teorema de la base sabemos que todo espacio vectorial 


finitamente generado admite al menos una base. Sea B = (U¡,...,U,) una 
> 

base de V. Sean P; los puntos de A tales que PpP, = U;, ¿= 1,...,n. El 

conjunto de puntos (Po; P,,..., Ph) de A es un sistema de referencia afín de 

A. 


Corolario Dado un punto O € Á y una base B de V, tenemos una referencia 
afín de A, que también se denomina referencia cartesiana y se denota R. = 


(O; By. 


Definición de coordenadas Se llaman coordenadas de un punto PEA 
respecto a una referencia afín R = (O; B) del espacio afín A a las coordenadas 
del vector OP respecto de la base B del espacio vectorial V; esto es, a la n-upla 
(%1,..., An) tal que 


A > — 
OP = 0181 +:** + QpUn 


donde úy,...,U, son los vectores de la base B. Escribiremos: P(0%1,...,0n)r» 


Ejemplo Sea R = (O; Bj un sistema de referencia afín de un espacio afín 
(A, V, $) de dimensión 3. Consideramos el sistema de referencia R' = (O'; BY 
con O'(1,2, —1)r y B' = (8, Uz, U3), donde 

Ur => (1,0,0)p, U2 == LO Ug = (111,0) 


Los vectores u;, Us, ug forman una base de V pues al ser 


il. 
0 20 
0 


O An 
Rh 


el sistema de vectores (ú;, U2, Uz) es linealmente independiente (y como sabe- 
mos un sistema linealmente independiente formado por 3 vectores en un espacio 
vectorial Y de dimensión 3 es una base). 

Sea el punto P cuyas coordenadas respecto a la referencia R son (5, 5, 0), 
esto es, 


—o 
P(5,5,0)r <= OP = 5u1 + 52 + 0u3. 


Vamos a calcular las coordenadas de P respecto de RR”: 


—> 
OP = Ue Lia = 13,0 

—— 

O'P = 2181 + 2212 + 238% = 21(1,0,0) + z2(1,1,0) + e3(1, 1,1) 


= (11 +22+ 23, 22 + Z3, Ta), 


por tanto, 


4=21 +22 +23 xi =1 
3= 12 +3 == La = 
l=2D3 Tzg= 


y por tanto, (1, 2,1) son las coordenadas de P respecto de R”: P(1,2, 1)7». 


1.2.1 Ecuaciones del cambio de referencia afín 


Sea Á un espacio afín de dimension n con espacio vectorial asociado V y sean 
R =(0;B = (%1,..., Un), R' = [O';B' = (U,...,U,)) dos sistemas de 
referencia afines de A. 

Se considera P € A tal que P(21,...,Un)r y Ply1,-..,Yn)r»; esto es, 


=> > > 
OP —= 23841 +::: +2, Un 
——> 


yOP = y +: + YnU,. 


¿Qué relación hay entre (21,...,tn) y (Y1,..-,Yn)? 
Sabemos que 


—> ——), ——$ 
OP =00'+0'P. 
Sean (a1,..., an) las coordenadas de O” respecto de T?; esto es, 
—— 
0O0' = a U1 Ho + Gn Un, 


y sean (a3;,..., ni) las coordenadas del vector u, respecto de la base B; esto 
es, 

—) > > 

U¿ = 01841 + *** + AnjUn. 
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Sustituyendo lo anterior en OP = 00 ep O'P obtenemos: 
OB = 00 +0'P 
01% +->** + Onln + (y U +-:>* + YnU,,) 
= QU +-**+0pUn + Ya (011% ++*+ + Gn1U,) 
+++ ++ Yn (in U ++** + AnnU) 
= (01 +yi011 ++*** + Yn01n) Ul 
Ho. (On + Y1dni +*** + Ynlnn) Un 


Il 


— 
y como OP = 21% +:** + 2 U,, igualando coeficientes, obtenemos: 


1 = 01 + Yy1011 +: **+ Ynlin 


Ln = An + Y10n1 pomo $ YnUnn 


Matricialmente, el sistema de ecuaciones anterior se escribe: 


1 1.0... 0 1 
X1 03 (Qi *** Qin Yi 
Tn, On Uni  *** Ann Un 


También se puede escibir como sigue: 


L1 01 Yi 
ds | +MpB |: 


Ln Un Yn 


donde la matriz Mpg»g es la matriz del cambio de base de B' a B: 


di *+ Qin 
My 3 => 
Ani *** Ann 
La matriz 
1.0. 0 
M 1 Y di (11 *** Gin 
/ = ee pra ' ; . . 
RR á Mya : : ] : 
Ary Ani *** Ann 


es la matriz de cambio de referencia de R' a R. 
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Ejemplo En el espacio afín (Az, Va, d) se consideran las referencias R. = 
10; B = (ú,,2)), R' = (O'; B' = (u,, 4)) siendo 
——> E 
DO = 341 + 3Ua, 
Uy 21 Ú2, 
Se pide: 
1. Determinar la matriz del cambio de referencia de R' a R. 
Tenemos 
pa o a = 5 > 
OP = 00 AP PR= 3U1 + 342 Ej? Yi (2%; se Uz) + yal —U1 + 217) 
(3+2y1 — Ya) Us + (3 — ya + 2Y2) la 


!! 


Luego 
l 21 =3+2Y — Ya 
2 = 3 — Yi + 2Y 

esto es, 
Y 4 
Mwr=| 3 2 -1 
3-1 2 


—1 


1.000 1.00 
Mir = Mi» = 3 2 —1 == —3 3 3 
a -1 ? 3.1% 


3. Si (3, 5) son las coordenadas de un punto P en la referencia R, determinar 
los coordenadas de P en R”. 


1 "3 B0 1 E 

Mp y 3 = -). 2 4 3 = 2 
RR 5 Mes Ñ 3 A j 
3 3 3 


4. Si (2,3) son las cooordenadas de un punto (2 en la referencia R”, deter- 
minar los coordenadas de (QQ) en R. 


1 ig Y 1 1 
My kr 2 =— 3 Z —1 2 = 4 
3 3-1 2 3 NAT 
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MAPLE 


>restart: with(linalg): 

>MRpR:=concat ([1,3,3],[0,2,-1]1,[0,-1,2]); 
>MRRp:=inverse (MRpR) ; 

>evalm(MRRpéx [1,3,5]); 

>evalm(MRpRéx [1,2,3]); 


1.3 Subespacio afín 


Definición de subespacio afín Sea (A, V, ¿/) un espacio afín real. Un 
subconjunto L € Á es un subespacio afín de A si fijado un punto P € L el 
conjunto 


W(L) =(P0|Q€L) 


es un subespacio vectorial de V. 
Si LC A es un subespacio afín, el subespacio vectorial W(L) que cumple 
lo anterior se denomina subespacio vectorial asociado a L y se denota L. 


Proposición La definición anterior no depende del punto P fijado. 


Proposición Sea (A, V, $) un espacio afín real y L un subespacio afín de A. 
La terna (L, L, $) es un espacio afín. 


Proposición Sea (A, V, /) un espacio afín real y L un subespacio afín de A. 
Para cada punto P € Á y cada subespacio vectorial W C V el conjunto 


S(P,W)=(X EA] PX e W) 


es un subespacio afín de A que denotaremos P + W. 


Definición de dimensión de un subespacio afín Sea (A, V, f) un espacio 
afín real y L un subespacio afín de A. Se define la dimensión de L a la 
dimensión de su subespacio vectorial asociado: dim L = dim L. 


Notación Sea (A, V, f) un espacio afín real de dimensión n. Los subespacios 
de dimensión O son los puntos de A. Los subespacios de dimensión 1,2 yn—1 
se llaman las rectas, planos e hiperplanos, respectivamente. 
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1.3.1 Intersección y suma de subespacios afines 


Sea (A, V, $) un espacio afín real y L1, La dos subespacios afines de A. 
El conjunto intersección de L¡ y Lo: 


Li¡nts»=(fP|P el, y P € Lo) 


es un subespacio afín de A. Si la intersección es no vacía; esto es, L¡ N La 4 0, 


entonces 
—_——> > > 
LiNL2=L,1NM Lo. 


Se define la suma de L¡ y L3 como el menor subespacio afín que contiene 
— 
a L, y a La y se denota L;¡ + Lz. Si L¡ = P¡ + Li y La = Pa + La entonces 


> — —> 
Li + La = P, + L1 + La + L(P¡Po). 


Observación Si Li¡M LH l entonces 


> > > 
Li + Lo = Li + La, 


y si L¡ M La = /) entonces 
A > > —> 
Li+Lo= L¡+L2+ L(P¡Po), P,€ La, P, € Lo. 
Dos subespacios afines L, = P, + pa y La = Pa + de se cortan si y sólo si 
á > > 
P¡Po € Li + Lo. 


1.3.2 Paralelismo 
Decimos que dos subespacios afines Li = H + L, y Lao = Pa+ La de un espacio 
afín (A, V, H) son paralelos si Li € L3 6 L2 C Li. 
— — 
Se dice que dos subespacios afines L, = P, + L¡ y La = Pa + La se cruzan 
si ni son paralelos ni se cortan. 


1.3.3 Fórmulas de la dimensión 


Sean L¡ = P, + E y La = Pa+ EN dos subespacios afines de un espacio afín 
(A, V, d). Se cumple lo siguiente: 


1. Si Li N La H 0, entonces 
2. Si L1¡ N L2 = 0, entonces 
> > 
dim(L1 + L2) = dim £L; + dim £3 — dim(Li N La) + 1. 
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Demostración Claramente, 


: —— mb ==> 


——> >) > 


Si L¡N L2 HN entonces L¡ + La = L;¡ + La y entonces 


> > 


— => DZ > 

= dim L; + dim Lo E dim(Ly n La) 

> > o 
dim Ly + dim Lz — dim(L1 N La) 


SA LO => => —=> 
Si L1 M La =f entonces P¡ Pa € Li + La (por tanto, (L1 + La) N L(P, Pa) = ()) 


> > ——> 
dim(Ly + L+ L(P¡Po)) 
= dim(L; + La) + dim(L(P, Pa)) == dim((Ly + Lz) An L(P,Po)) 
= dim(L; + La) +1 

—> => —> => 
= dim L; + dim La — dim(L; N La) + 
= dim L, + dim La — dim(L; N La) + 


dim(L; A La) 


de 
l; 


Ejemplo: Posiciones relativas de dos rectas afines. Sean L¡ = P, + by 
y La = Pa + La dos rectas afines en un espacio afín (A, V, H) de dimensión n. 
Las posibles posiciones relativas de Ly y La son: 

Si L1N La HA l entonces o L¡ N La es una recta y entonces dim(L¡ MN La) = 1 
ó Li M La es un punto y entonces dim(L, M L2) = 0. Se tiene: 


dim(Li+L£3) =  dimL£; + dim La — dim(£L1 N La) 
L;, y La son coincidentes l1=1+1-1 
L1 y La son secantes 2=1+1-0 


> > 
Si L¿N Lo = / entonces L¡ M L2 puede o ser una recta vectorial o ser el vector 
nulo 0. Se tiene: 


dim(L, + Lo) = dimL; + dim La — dim(L; N Lo) +1 
L, y La son paralelas 2=1+1-1+1 
L;¡ y La se cruzan 3=1+1-0+1 


Definición Sean L¡ = P, + L£(U1) y La = Pa+ L(us2) dos rectas afines en un 
espacio afín (A, V, /) de dimensión n. Se dice que: 
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Las rectas Ly y La se cruzan si no hay un plano que contenga a ambas; 
As 

esto es, si el sistema de vectores (4, Usa, P, Pa) es linealmente independi- 

ente. 


Las rectas Ly, y La son coplanarias si no se cruzan; esto es, si el sistema 
——> 
de vectores (41, 2, P,P2) es linealmente dependiente. 


Las rectas L¡ y La se cortan si L¡ N La H 0. 


> > 
Las rectas L¡ y La son paralelas si L¡ = La; esto es, si U1 y Uz son propor- 
cionales. Si además L¡N La H ( entonces las dos rectas son coincidentes. 


1.3.4 Ecuaciones de un subespacio afín 


Sea (A, V, $) un espacio afín con sistema de referencia afín R =(0;B), B = 


es 


.,€n). Y sea L C Á un subespacio afín de A de dimensión k; esto es, 


> > 
L=P+L con L = Elda, Bo, +: Ut) y P(ax,...,An)r y 


U1 = (411,...,%n1) Uy = 01101 + *** + QAnjln 
Uy = (aya, Pe. , Qm2) Uy = 01981 +*** + Qn2ln 
Uy = (01%, ..., Onk) Up = A1gÉé1 + *** + Angén 
Ecuaciones paramétricas Un punto X(%1,...,%n)rR E L si y sólo si el 
vector 
ras > > 
PX = (21 —41,... Tn — An) E L((U1,..., UY). 
Por tanto, X(21,...,Tn)r E L si y sólo existen A1,..., Ax E R tales que 
aero > > 
PX = AU +: +AgUp; 
esto es, 


(20; — yo ¡Dn — An) = A1(411,...,Gn1) +++ Ag(01k,---, Qnk) 


o, equivalentemente 


Ti = 41 + A1411 +... + Ap01k 


Tn = Qn + A14n1 A Ar Unk 


que son las ecuaciones paramétricas del subespacio L. 
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Ecuaciones cartesianas Como estamos suponiendo que los vectores U;,..., Ux 
son linealmente independientes (si no lo fueran, quitariamos los vectores que 
se pueden escribir como combinación lineal del resto) tenemos que 


011 ***  Qtg 
> — » " . 7 
A : e. 4 == 


Ant c** Unk 
«kl . . 
Por tanto, PX = (21 — 41,..., Un — An) E L((U1,..., Uy) si y sólo si 


Y 01 Qi “+ 01% 


Un — An Ani ***  Unk 
Al imponer que dicho rango sea k obtenemos n — k menores de orden k + 1 


que deben anularse. Esto es, obtenemos las n — k ecuaciones cartesianas de 
Las ; 


Observación Sean 


01101 ++*** + OniTn = dy 


EA 
111 


OjpU] + +** + AnpTn = b, 


las ecuaciones cartesianas de un subespacio afín L de dimensión n —r. Nótese 
que las ecuaciones cartesianas de un subespacio afín L de dimensión n — r es 
un sistema de r ecuaciones lineales no homogéneas. Si P,Q € L entonces el 


+ 
vector ú = PQ satisface las ecuaciones del sistema lineal homogéneo asociado 
aL. 


Demostración Sean P(pi,...,PnJr, Q(91, ...,dn)r € L veamos que en- 
tonces 


e — 
ú=PQ = (q —P1,..-,4n— Pn) 


es solución del sistema homogéneo 


041111 +*** + AniTpn =0 


A 0 
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Para 1 = 1...7 cualquiera, se tiene 


arlpi — 1) +++ + nilPn — qn) = (ip +++ AniPn)— (014 +*** + nin) 
Ez bi=bi = 0. 
Por tanto, las ecuaciones del sistema vectorial asociado a L son: 
41181 ++**+4pn3, =0 


pa 


il 


dir TZ] ++*** + App Tn =0 


Ecuaciones de una recta Una recta afín r C A es un subespacio afín de 
dimensión 1; esto es, r = P + L(U) con 


P(az,...,OnJr y U=UEe +: +Uu,En. 
Un punto X € r si y sólo 
e " 
PA =AL, 
esto es, si (21,...,t,) son las coordenadas de X en la referencia RR entonces, 
(4 = 8,2 En = Un) = Alt... Un) 


o, equivalentemente 
Ti =01 + Ayu 


Tp = An + Aj Un 


que son las ecuaciones paramétricas de la recta r. 
Si suponemos uy % 0 (algún u, no se anula pues el vector Y no es nulo), el 
sistema anterior se escribe: 
10 Un — An, 


ur Un 


que son la ecuación en forma continua de la recta 7. 
—> —> 
Por último, X(21,...,Un)r E Tr si y sólo si XP € L(U) <> XP y ú son 
—>W 
proporcionales. Por tanto, XP € L(u) si y sólo si 


Ti - 01 Ur 


Il 
E 


T8 
Lp — An Un 


Al imponer que dicho rango sea 1 obtenemos n — 1 menores de orden 2 que 
deben anularse. Esto es, obtenemos n — 1 ecuaciones cartesianas de r. 


Ecuación Ccartesiana Un hiperplano afín H C A es un subespacio afín de 
dimensión n — 1; por tanto viene dado por una única ecuación cartesiana 


01%1 +-*- + Ann =b. 
Un subespacio afín L de dimensión k es la intersección de n — k hiperplanos 


independientes cada hiperplano viene dado por una ecuación lineal y L viene 
dado por un sistema de n — k ecauciones lineales). 


Posición relativa de subespacios El estudio de los sistemas de ecuaciones 
de dos subespacios permite estudiar de manera sencilla la posición relativa de 
dichos subespacios. Vamos a estudiar dos casos particularmente sencillos: 


I. Posición relativa de dos hiperplanos Sean H;, Ha C A dos hiper- 
planos de ecuaciones cartesianas: 


Hi; = 0121 ++::*+4p Lp =0, 


a / ! 1 
Ha = 011+:::+0, tn =06. 


Las ecuaciones de sus respectivos espacios vectoriales asociados son 


HH; = (11 ++***+4pTp =0, 
Ha = 011 +-+02. =0. 
Por tanto, si existe A tal que (a,,...,a,) =A(a1,..., a) entonces H, = H, y 


los hiperplanos A, Ha son paralelos. 7 
Si además, b' = Ab entonces los hiperplanos H,, Ha son coincidentes. 
Si 0" 4 Ab entonces los hiperplanos H;, Hz no se cortan (H, M Ha = ()). 


II. Posición relativa de recta e hiperplano Sea r = P + £L(ú) una 
recta afín en A con P(a;,...,an)r y U= (U1,...,Un). Y sea H un hiperplano 
afín con ecuación cartesiana 


011 + +++ + np = bd. 
La recta r y el hiperplano H son paralelos si el vector ú € H; esto es, si 
(ur, ....,u,) satisface la ecuación lineal homogénea del subespacio vectorial H; 
es decir, si 


04141 +-** + pun = 0. 
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Ejemplo 1 Obtener ecuaciones paramétricas del subespacio afín L de A 
que tiene respecto de cierta referencia RR = [O; B) las siguientes ecuaciones 
cartesianas: 
Fs l 21 +29 +2x3 =1 
219 -—x3=1 
Primer camino Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo 
que define L. Tomando 23 = A pues 


obtenemos: 


A 
que son las ecuaciones paramétricas de L. 


Segundo camino Como dimL = 3— rg(4) =3-2=1, L es una 
recta. Para determinarla basta dar un punto P € L y un vector que genere 
el subespacio vectorial L. Un punto P € L debe satisfacer las ecuaciones del 
sistema que define L; por ejemplo, P(3,0,-—1)r. 

Un vector que genere el subespacio vectorial L es una solución no trivial 
del sistema lineal homogéneo: 


11 +122+2%3=0 
2x3 —x3=0 


Por ejemplo, el vector ú = (-5,1,2)p. 
Luego, X(x1, 12, 13) E L si y sólo si (21, 22, 23) = (3,0, -1) +A(5, 1,2); 
esto es, si 


21 =3-—5A 
To= A 
13 =-—1+2)4 


que también son ecuaciones paramétricas de L£. 


Ejemplo 2 Sea (A, V, $) un espacio afín con sistema de referencia afín R = 
[O;By, B = (€,,€2,€3). Obtener ecuaciones cartesianas del subespacio afín 
L =P +L, donde P(1,2,—1)e y L = L(£t, 2)) con dí, = (1,2,-1) y 
tt =(12,1.0. 
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Solución Los vectores ú,, uz que generan L son linealmente independi- 
entes. Por tanto, dim L = 2. 
Un punto X (21,12, 13) E L si y sólo si el vector 


PX = (21 — 1,1229 - 2,13 + 1) E L((81, d2)); 


esto es, si y sólo si 


a —1 1 2 xi —1 1 2 
Ig t=2 2 1 =2+=>0=|x-2 2 1|=3x1-—322-— 323. 
x3+1 —-1 1 x3+1 —=1 1 


Por tanto 11 — ua — 13 =0 es la ecuación cartesiana de £. 
MAPLE 


>restart: with(linalg): 

>X:=[x1,x2,x3] ; 

>P:=[1,2,-17; ut:=[1,2,-17; u2:=[2,1,1]; 
>A:=concat(evalm(X-P),ul,u2); 

>0=det (A); 


Ejemplo 3 Se consideran las rectas r y s que que tienen respecto de cierta 
referencia R = (O; Bj las siguientes ecuaciones cartesianas respectivamente: 


e r=2:+p Ds c=-2+1 
ly=-2+3  Ly=2+q 


Hallar la condición que deben cumplir los parámetros p y q para que las rectas 


r y s sean coplanarias. Determinar p y q para que dicho plano contenga al 
punto P(1,1, 1)r. 


Solución Unas ecuaciones paramétricas de las rectas r y s son 


x=21+p =-A+1 
r=4 Y=-A+3 s=4 y=21+4q 


Ja y un punto de r es 


luego un vector director de la recta r es Ud = (2,-1, 
D ,2,1)8 y un punto de s 


1 
R(p, 3,0) y un vector director de la recta s es Y = (—1 
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es S(1,q,0)r. Las rectas r y s son coplanarias si (a, vw, És (1—p,q—3, 0)) 
es linealmente dependiente; esto es, si 
2 -—1 1-p 
O=|-1 2 q-3|=3p-3q+6 
O 0 


Por tanto, r y s son coplanarias si p — q +2 = 0. El plano que las contiene 
es: T=R+L£L((U4,0)). Luego un punto X(x,y,z)r E TT si y sólo si RX € 
L ((ú, 6)); esto es, si 


O=|y-3 -1 2 |=3p-3x-3y+32+09. 
2 jl 1 


Imponemos ahora que P(1,1,1)g € Tr: 
le ip= 81-314 4.14 0= 848, 


luego p=-2 y q=p+2=0. 


Cuestiones teóricas Demostrar las siguientes cuestiones teóricas: 


1. Sean L, S dos subespacios afines de un espacio afín A y tales que son 
paralelos y P € SN L. Demostrar: 


(a) Si dim L < dim S, entonces L CS. 
(b) Si dim £ = dim S, entonces L = S. 


2. Sean L, S dos subespacios afines de un espacio afín (A, V, d) y tales que 
L y S son subespacios vectoriales complementarios (esto es, L HS = V) 
entonces LN S consiste en un punto (esto es, dim(L NS) = 0). 


Solución. 


de Como Ly S son paralelos y estamos suponiendo dim L < dim 5 entonces 
Lc S. Por tanto, L =P +LC P+S. Luego LC S. Si además 
dim L = dim S, entonces L = $. 


2. Calculamos la dimensión de la intersección LN S. Como L eS = V 
entonces 


—— + > 


S+L=L+S+L£L(PQ)=V+L£(PQ)=V,conPeLyQES. 
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dim(L+8) = dim(1+8)=n 
dim L + dim $ — dim(Ln $) 
= dimL+dimS 


por tanto, dim(LZ NS) = dim(£L + S) — dim L — dim S =0. 
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2 Aplicaciones afines 


2.1 Definición y primeras propiedades 


Definición Sean (A, V, 4) y (A”, V”, /”) dos espacios afines reales. Diremos 
que una aplicación 
f:A—=e 


es una aplicación afín si existe una aplicación lineal f: V — V” tal que: 


Ss EE 


FPÓ) =HPIHOQ), WP,QEA. 


Lo anterior equivale a decir que para todo P € Á y todo vector u € V se 
tiene 


HP +4) =J(P)+JF(ú). 


A la aplicación lineal f que cumple lo anterior la llamamos aplicación lineal 
asociada a f. 


Proposición Sean (A, V, $) y (A!, V”, 9”) dos espacios afines y sea f: A —= 
A” una aplicación afín con aplicación lineal asociada f: Y —> V” se cumple lo 
siguiente: 

1. f es inyectiva si y sólo si f es inyectiva. 


2. f es sobreyectiva si y sólo si f es sobreyectiva. 


3. f es biyectiva si y sólo si f es biyectiva. 


Demostración 


1. Supongamos que f es inyectiva. Veamos que f es inyectiva (equivalen- 
pa pa — e 
temente ker f = (0)). Sea u = AB € ker f, entonces 


0= AB) =F(A)/(B) luego F(4) = $(B) 


y como estamos suponiendo que f es inyectiva A = B. Luego ú= 0 y f 
es inyectiva. 


Supongamos ahora que f es inyectiva. Entonces, 
ci PROA ad -_— ——> E E 
FA) = F(B) =0= f(4)f(B) = F(4B) = AB € ker f = (0) = A=B. 
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2. Supongamos que f es sobreyectiva. Sea U = CD € V'. Como f es so- 
breyectiva existen A, B € A tales que f(4) = C y f(B) = D. Entonces, 


i= Ed = FAB) = FAB) luego f es sobreyectiva pues existe el 
vector AB € V con FAB) E 

Supongamos ahora que f es sobreyectiva. Sea C € A”, consideremos un 
vector ú = f(A)C donde A es un punto arbitrario de A. Como f es 
sobreyectiva existe un vector Y = AB € V con F (AB ) = U entonces 


F(4)1(B) = FAB) == AJO 
luego f(B) = C. Por tanto, f es sobreyectiva. 


Proposición Sean g: A — AY y f: A" — A” dos aplicaciones afines la 
composición fog: A —> A” es también una aplicación afín y su aplicación 


lineal asociada es fog= f oz. 


Demostración Dados P, Q € A, se tiene 


ENDE) y PND) Pela Í (API(O)) 
7 es afín H(APÓ)) = (fog) (PÓ). 


Proposición Sean f,g: A — AY dos aplicaciones afines que coinciden sobre 
un punto P, f(P) = g(P), y que tienen la misma aplicación lineal asociada 
f =3. Entonces f = g. 


Demostración Para todo X € A, se cumple: 


HPIJOO = F(PX) = (PX) = (PJAX) = F(P)900, 
por tanto, F(X) = g(X). 


2.2 Matriz asociada a una aplicación afín 


Sean (A, V, 6) y (A”, V”, 9”) dos espacios afines y sea f: A —> A' una aplicación 
afín con aplicación lineal asociada f: Y —> V”. Se consideran referencias 
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sine RN =1(08)B=1l8,. En) y R =101B'Y B'= [Els s. ¡En ) de los 
espacios A, A” respectivamente. Se sabe: 


—Y 
«bn 


+ 
F(er) == a118, AS Amin 


F(€n) sl A1né) IS a ena 


Sea P(21,...,tnJr y sea F(P) € A! con F(Plyr,...,Ym)r» entonces se tiene: 
1 l 0 0 1 
Yi bi ar Cin L1 
Um Ens Umi Qmn Tn 
Escribiremos 
1 0 0 
1 * bi 01 Gin 
mu0= (E uto))- 
ers) b Mpr(f) 


rn mt *** Umn 


donde b son las coordenadas de F(O) en la referencia R* y Mpgr( f) es la matriz 
asociada a la aplicación lineal f tomando en V la base B y en V” la base B'. 


Ejemplo 1 Sea (A, V, $) un espacio afín con sistema de referencia afín R = 
[O; B = (e,,€2,83)), y sea (A”, V”, /”) un espacio afín con sistema de referencia 
afín R' = [0',B' = (€,,€)). ¿Es la aplicación f: A — A, f(u,y,2) = 
(1 —2y +5,1— 2 +1) una aplicación afín? Dar su aplicación lineal asociada 
y obtener la matriz asociada a f en las referencias R, RR”. 

Solución. 

Para ver si f es una aplicación afín tenemos que ver si existe una aplicación 

E — A dE 

lineal f: V — V” tal que F(P)f(Q) = Ff(PQ) para todo par de puntos 
P,Q € A. Tomamos P(x1,y1,21) y Q(z2, ya, 22) entonces PO =U-— Po. 
(To — 1, Ya — Ya, 22 — 21) y 


FPIHO) = FQ)-F(P)= fea, ya, 22) — S (ur, ya, 41) 

(12 — 2y9 +5,22— 2241) — (21-24 +5,21 21 +1) 
((u2 — 21) — 2 (Ya — Ya), (72 — 01) — (22 — 21)) 
f (xa — Ti, Ya — Y, 22 — 21), 


ll 


Il 
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por tanto, f sí es una aplicación afín y su aplicación lineal asociada es f (x, y, 2) = 
(1—-2y, 2-2). | 

Las coordenadas del origen O en la referencia R son las coordenadas del 
vector OO = (0,0,0) en la base B y €; = (1,0,0)2, €z = (0,1,0)8 y €3 = 
(0,0, 1)a se tiene: 


f(0) = $(0,0,0) = (5,1) 
Fer) e F(1,0,0) = (1, 1), 
Fez) ES F(0, 1,0) 3 (2,0, 
F(és) = F(0,0,1) = (0, —1) 
Por tanto, 
10 0 0 
Mer(A)=| 51 -2 0 
11 0 -—1 
MAPLE 


>restart: with(linalg): 
>£:=(x,y,2)->[x-2xy+5,x-z+1] ; 
>1_lineal:=(x,y,z)->[x-2*y,x-z]; 

>F(0,0,0) ; 

>f_linea1(1,0,0); 

>f_linea1(0,1,0); 

>f_linea1(0,0,1); 

>M£f [RRp] :=stackmatrix(<1,0,0,0>, 
concat(f(0,0,0), 
f_linea1(1,0,0),f_linea1(0,1,0),f_linea1(0,0,1)); 


Ejemplo 2 Sea (A, V, $) un espacio afín con sistema de referencia afín R. = 
(0; B = (€,,€2)), y sea (A”, V”, 6”) un espacio afín con sistema de referencia 
afín R' = (O'; B' = (€,,€,,€,)). Determinar la aplicación afín f: A — A”, 
tal que 


1,2 = (1,2,3), 
E se é, + 482, 
f(é2) = -26+8. 


Hallar la matriz asociada a f en las referencias R,R”. 
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Solución Como sabemos el valor de f sobre el punto P(1, 2) y conocemos 
la aplicación lineal asociada a f, tenemos determinada f. Sabemos que 


0, 0) => (1, 4, 0), 


F(0, 1) SS il ab, 1)a, 
Para calcular la matriz asociada a f necesitamos saber f(O). Se tiene: 
A SS o a > e a 
HOJRE) , =,,, HOP) = fñ+28), = FJ) +2R0) 


(1,4, 0) =F 2(1, -1, 1) = ES, Ze 2) 
luego 
FO) sn F(P) — Fl P) se (1, 2, 3) a (3, 2, 2) > (-2,0,1). 


Por tanto, 


1.0.0 
-2 1 1 
Mer (4) e Ú 4 it 
1.01 
Como 
1.0.0 1 1 
2 1 1 a |=| 21+2-2 
0 4 -—1 ba dá 4x1 — La 
O ón w9 +1 
se tiene: 
Fe, 22) = (21 + 22 — 2,401 — 29,22 +1). 
MAPLE 


> restart: with(linalg): 

> 0P:=[1,2]; 

> M_f_lineal:=concat([1,4,0],[1,-1,11); 
> evalm(M_f_linealg%x*x[1,21); 

> evalm([1,2,3]1-[3,2,21); 

> M_f:=stackmatrix(<1,0,0>, 
concat([-2, 0, 1],[1,4,07,[1,-1,1D))>; 

> evalm(M_f4x[1,x1,x2]); 


Ejemplo 3 Sea (R?,R?, $) un espacio afín con sistema de referencia afín 
R =(0;,B), B = (€,,€7). Determinar la aplicación afín f : R? — R? tal que 
f(1,1) = (7,5), £(,2) = (11,4), £(, 1) = (8,8). 

Para dar una aplicación afín f: R? — R? necesitamos tres puntos que sean 

referencia afín y sus transformados. 


Primer camino Llamo Po(1,1), P,(1,2) y Pa(2,1). Tenemos PoP, = 
> 
(0,1) y PoP2 = (1,0), entonces sabemos que 


Fé) = 1,0) = (BPs) = £(Pa) — H(Po) = (1,3), 
Fé) = (0,1) = (BP) = H(Pr) — F(Po) = (4,1). 


Y > > 
Y como OP, = (1,1) =-€, + € tenemos: 


FOP0) = (e, +83) = F(6,) + Fé) = (1,3) + (4, -1) = (5,2) 
luego a 
F(O) = F(Po) —- HOP) = (7,5) — (5,2) = (2, 3). 
Por tanto, 


100 
Mar) =| 2 1 4 
33 —1 


y F(x,, 2) = (2 + YI: + 422, 3+ 321 > Za). 


Segundo camino El conjunto de puntos R/ = (Py(1, 1), P,(1,2), Pa(2, 1)) 
—=>+ —> 
es una referencia afín pues P¿P, = (0,1) y PoPa = (1,0) es una base de R?. Y 
tenemos: 


fo) = f(1,1) = (7,5), 


BP) = HEOFP) =F(P) — (Po) = (11,4) - (7,5) = (4,1), 
HPP) = HB). = H(Pa) — £(Po) = (8,8) - (7,5) = (1,3). 
Por tanto, 


1 00 
Mer(p)=| 7 4 1 
5-1 3 


Como nosotros queremos calcular Meg (f), vamos a hacer un cambio de refer- 
encia de R' a R: 


Mer(f) 


| 
3 
E 
Mao 
2 
El 
l 
3 
E 
3 
3 
$ 


1! 
TOS 
RO” 
l mo 

pas: 
0 ==» O 
A 
PES 
Rp 
Roo 
OR o 
a E 
l 
FIA 

Il 
HAS 
vw NA 
0 HO 
l mo 

Es 
O: 


Por tanto, f(x1, 12) = (2 + 21 + 422,3 + 311 — 22). 
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MAPLE 


>restart: with(linalg): 

>PO:=[1,11; P1:=[1,21; P2:=[2,1]; 

>00:=[7,5]; 01:=[11,4]; Q2:=[8,8]; 

>M[RpR] :=stackmatrix(<1,0,0>, concat(PO,P1-PO,P2-P0)); 

>det (M[RpR]); 

>M[RRp] :=inverse(M[RpR]); 

>Mf [RpR] :=stackmatrix(<1,0,0>, concat(Q0,Q1-Q0,Q2-Q0)); 

>M£ [RR] : =evalm(M£ [RpR] 2*M[RRp]) ; 

>X:=matrix(3,1,[1,x,y]); 

>evalm(Mf [RR] %x*X) ; 

Comprobar que el resultado obtenido es correcto (Pista: evaluar la expre- 
sión de f obtenida en los puntos dados en el enunciado). 


Ejemplo 4 Determinar la aplicación afín f: Ag —> Az que tansforma los 
puntos Py(0, 0,0), P,(0,1,0), Pa(1,1,1) y Px(1, 1, 4) en los puntos Qo(2, 0, 2), 
Q10,-1,1), Q2(2,1,3) y Qs(5,7, 6) respectivamente. 


Solución Para dar una aplicación afín f: Az —> Az necesitamos cuatro 
puntos que sean referencia afín y sus transformados. 
El conjunto de puntos R” = (Ps(0, 0,0), P,(0, 1,0), Pa(1,1,1), P3(1, 1, 4)) 
> > 
es una referencia afín pues PyP, = (0,1,0), PoPa = (1,1,1) y PoP3 = (1,1,4) 
—»> => =—> 
es una base de ¡R* pues rg(PoP;, PoPo, PoP3) = 3. Tenemos: 


(Po) == Qo = (2, 0, 2), 
FB) = HEILKBD = (Pr) — H(Po) = Q1 — Qo = (0, 1,1), 
FBP) = TB)HP,) = (Po) — H(Po) = Q2 — Qo = (0, 1,1), 
BP) = HB)HPS) = (Ps) — H(Po) = Qs — Qo = (3,7, 4). 
Por tanto, 
$0 00 
ES. 
2 -1 14 


Como nosotros queremos calcular Mer (f), vamos a hacer un cambio de refer- 
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encia de R'a R: 


Mer(Í) = Mer) Mer = Mer [MR 


1. 0.00 1000 

1230-08 0.011 

FATAL pia 
%-114 0.014 
10 %04 

DN E E 

"104-109 
Bl. —Í 1 


Por tanto, f(01,12,13) =(2—21+%3, — 12 + 223, 2+ 21 — 22 + 23). 
MAPLE 


> restart: with(linalg): 
> PO:=[0,0,07; P1i:=[0,1,07; P2:=[1,1,1]; P3:=[1,1,4]; 
> Q0:=[2,0,2]1; Q1:=[2,-1,1]; Q2:=[2,1,3]; Q9:=[5,7,6]; 
> M[RpR] :=stackmatrix(<1,0,0,0>, 
concat (PO,P1-PO,P2-PO,P3-P0)); 
> det (M[RpR]); 
> M[RRp] :=inverse(M[RpR]); 
> Mf[RpR] :=stackmatrix(<1,0,0,0>, 
concat (Q0,Q1-Q0,02-Q0,Q3-Q0)) ; 
> M£[RR] :=evalm(M£f [RpR] £*M[RRp]) ; 
> evalm(Mf [RR]%x*[1,x,y,z1); 
Comprobar que el resultado obtenido es correcto. 


2.3 Subespacios afines invariantes 


Proposición Sean (A, V, $) y (A”, V”, f”) dos espacios afines y sea f: A — 
AY una aplicación afín con aplicación lineal asociada f: V —> V”. Se cumple 
lo siguiente: 


1. Si LC A es un subespacio afín de A entonces 
FL) =(P!'EN | existe P € L tal que f(P) = P') 
es un subespacio afín de AY. 
2. Si L' C A” es un subespacio afín de A” entonces el conjunto 
L=(PEA |f(P)eL') 


es un subespacio afín de Á. 
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Definición Sea (A, V, H) un espacio afín y f una transformación afín de A. 
Diremos que un punto P € A es un punto fijo de f si f(P) = P. 


Proposición Sea (A, V, /) un espacio afín y f una transformación afín de 
A. El conjunto de puntos fijos de f; esto es, 


F=(XEA | f(X)=X) 


es un subespacio afín de A con subespacio vectorial asociado el subespacio de 
V de autovectores de f asociados al autovalor A = 1. 


Demostración. Sea f la aplicación lineal asociada a f. Sabemos que el 
conjunto V(A) de autovectores de f asociados a un autovalor A es un subespacio 
vectorial de V. 

Veamos que, fijado P € F', el conjunto 


W(F) =1(P0 1Q€F) 


coincide con V(1); esto es, W(F) = V(1), y, por tanto, es un subespacio 
vectorial de V. 


1. Veamos que W(F) € V(1): Tomamos PO € W(F) y veamos que PO € 
== -— AAA —> 
V(1). Como PQ € W(F) entonces F(P0) = FP)(Q) = PQ pues P y 
(2 son puntos fijos de f. Por tanto, PQ € V(1). 


2. Veamos que V(1) € W(F): Tomamos ú € V (1) y veamos que d € W(F). 
=> 
Dado ú € V(1) sabemos que existe R € A tal que ú = PR. Se tiene: 


o» 


(PR) = (PIAR) =PI(B) 


=——$ = 


PR=4=f(ú)=] 


por tanto f(R) = R. Luego R es un punto fijo y d € W(F). 


Estrategia para buscar los puntos fijos Sea (A, V, H) un espacio afín, 
f una transformación afín de A y R = (0; B) un sistema de referencia de A. 


Sea oe 


la matriz asociada a f donde A es la matriz asociada a la aplicación lineal f 
en la base B. 
Si P es un punto fijo se cumple: 


P=f(P)=f(0+0P)=f(0) + f[ 


29 


o equivalentemente, 


Isa OP +8 


que es la ecuación que deben satisfacer los puntos fijos de f. Esto es, 


F=[XEA| (A-1)0X+5=0). 


Ejemplo Hallar los puntos fijos de la transformación afín f(x, y) = (-2y + 
1,1 + 3y — 1). 


Solución La matriz asociada a f es 


1.0.0 
Mer(A = 14 -—2 
LL 3 


y la matriz asociada a la aplicación lineal f es 


0 -2 
Le ( Se ) | 
El subespacio de puntos fijos de f es 


=> 


P=[XxEA| (A-1)0X+5=0); 


esto es, como 


aa aloja mia 


se tiene: F =((2,y) €A]| 1 4+2y-1=0). 


Definición Sea (A, V, d) un espacio afín, f una transformación afín de A y 
S un subespacio afín de A. Diremos que S es un subespacio afín invariante de 


fsi (8) CS. 
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Observación Seaf una transformación afín de A con aplicación lineal aso- 
ciada f: Y —> V y S un subespacio afín de A que contiene al punto P y cuyo 
espacio vectorial asociado está generado por los vectores U;,...,U,; esto es, 
S=P+L£((ú1,...,Uy)). Entonces el subespacio afín f(S) contiene al punto 
F(P) y está generado por los vectores F(ú1),..., f(U,); esto es, 


Entonces S es invariante por f si y sólo si 


L Le A E E td 
—— 
Caso particular: Una recta r = P + L£ (U) es invariante por f si y sólo si 


1. L(F(U) C L(1) = F(U) = A; esto es, ú es un autovector de la 
aplicación lineal f 


y 


2. PAP) E L(a) 


Ejemplo Hallar los subespacios invariantes de la aplicación f del ejemplo 
anterior. 


Solución Para buscar los subespacios invariantes de f calculo primero 
los autovalores de f. El polinomio característico de A es 


A 3 


dera A) =| 1 3-A 


342 AO) 


y, por tanto, los autovalores de A son A = 1,2. 
Los correspondientes subespacios de autovectores de f son 


(5 (4-1)5=0) 


(z, y) tales que de Mella) 


) tales que x + 2y = 0) = L(((2, -1))) 


lo 

V(2) = (1 Ae 21)0=0) 
( 
E 


ÁS 
E 
! 


2 -—2 zo 0 
(x, y) tales que 1 1 Él =[ 0 


zx, y) tales que + y =0) =L( (1, -DPpy 
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Por otro lado 
— 
= (-2-2y+1,2+2y-1) € V(2) 


—— 
pues las componentes del vector Pf(P) satisfacen la ecuación de V (2). 
Por tanto, las rectas cuyo espacio vectorial asociado es V (2) = L(((1, —1))) 
son rectas invariantes de f pues 


FL) Sl 21,1) 
PNP) € VO) 


Si »+2y—1=0 (es la recta de puntos fijos de f) entonces Pf(P)=0 € V(1). 
La recta de puntos fijos, es en particular, una recta invariante de f. 
Ejercicio Sea un espacio afín (Az, V, p) y R = ([0;é, €2, 23) un sistema de 
referencia en Az. Determinar la transformación afín f de Az tal que el plano 
T=u+2y-2= les un plano de puntos fijos de f y el vector €; es un 
autovector de f asociado al autovalor 3. 


Solución Para determinar f necesitamos la imagen por f de una referen- 
cia afín de A. Como el plano T es un plano de puntos fijos, cualquier punto del 
plano es un punto fijo de f. Por ejemplo, el punto P(1,0,0) € 7 es un punto 
fijo de f; esto es, f(P) = P. También sabemos que los vectores del subespacio 
vectorial asociado a Tr, esto es, los vectores del plano 7 = x + 2y — z = 0, son 
autovectores asociados al autovalor 1. Por ejemplo para 

do cog dee l Fu) =ú=(1,0,1) Er 
T 


v=(0,1,2)€ 7 f(0) =5= (0,1,2) € 


y, también sabemos que f(€,) = 38; esto es, f(1,0,0) = 3(1, 0, 0). 
Como B' = (é,,U,U) es una base de V, consideramos la referencia R. = 
(P; B'|. Se tiene: 


1000 

' 1310 

MeRA=l| 0001 

0.0.1 2 

Se tiene: 

Mer) = Mer(N)Mer = Mer (PH (Mp r) 
1000 noni” 1400 
Ñ 1310 0 E: | 2242 
Ñ 00.01 0001 =181 0 
06013 06013 0.00 1 


Comprobación. Obviamente f(€,) = 38, y también se cumple: 


1.000 1 1 
234 -2 || 1 1 

Re = ALAS | y to 1 Ari 
0.0.0 1 0 0 

] ] 34 31 $1 1 

0 = fi =| 01 00 bl=| 9 ]=8 
0.0 1 1 1 

] 34 -2N (0 0 

FA = F14yY=]| 01 0 le] 1 oz 
0.0 1 2 2 


2.4 Algunos ejemplos de transformaciones 


Sea (A, V, $) un espacio afín y sea f una transformación afín de A con apli- 
cación lineal asociada f y sea Mr (f) la matriz asociada a f respecto de cierta 
referencia R. 


2.4.1 Traslaciones 


Dado un vector Y € V, se define la traslación de vector Y como la transforma- 
—_— 


ción afín T; de A tal que Pf(P) = 5, para todo P € A. 


Proposición Toda traslación 7; es una aplicación afín cuya aplicación lineal 
asociada es la identidad. 


Demostración Para cualesquiera P, Q € Á se cumple lo siguiente: 


1 


e A. AAA AA 
T, (PG) 


Ts(P)T.(Q) = T(P)P + PÓ + QT5(Q) 
-0+ PQ +8= PQ. 


Luego Te == Ld, 


2.4.2 Proyecciones 


Una transformación afín f de A se dice que es una proyección si f? = f. Por 
tanto, si f es una proyección Mp(f) es idempotente (Mg(f)? = MA). 
La aplicación lineal asociada a una proyección es idempotente: f?= f. 
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Observación El conjunto de puntos fijos de una proyección f es el subespa- 
cio afín Im f. 


2.4.3 Homotecias 


Una transformación afín f de Á se dice que es una homotecía de razón Tr si 


f = rly. 


Observación Una homotecia de razón r tiene un único punto fijo C' llamado 
centro de la homotecia. Se tiene: 


ps CE AE ——> 


HOP) = K(0)1(P) = 0F(P) =rC0P 


F(P) = C +rCP. 


Cálculo del centro de una homotecia Sea € € A el centro de una ho- 
motecia f. Se tiene: 


luego 


> CA A — —> 


PO =PF(P) + HBP)JC=PF(B+rPC => (1-r)PC = Pf(B). 


Por tanto, el punto fijo C' cumple 


A 


A 


Ejemplo 1 Estudiar si la aplicación afín f(x, y, 2) = (1+ 32, -1+ 2y, 2+ 22) 
tiene algún punto fijo o algún subespacio invariante. 


Solución La matriz asociada a f es 


1.000 
1.200 

Mr(f) = 1020 
3 

2.00% 


y la matriz asociada a la aplicación lineal f es 


Ma(J) =314, 


Por tanto, f es una homotecia de razón r = S. El centro de la homotecia es: 


——> 


C=P+ Pf(P) 


1 
2 
1-3 
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para cualquier P € A. "Tomo P(0,0,0) entonces f(P) = f(0,0,0) = (1, —1, 2) 
—— 
y PF(P) = F(P) — P = (1, —1,2), por tanto 


C= ¿tl —1,2) = (3, —3, 6). 
Los subespacios invariantes de f son: 


- El centro C'(3, —3,6) pues es un punto fijo 
- Las rectas que contienen al centro 


- Los planos que contienen al centro 


Ejemplo 2 Estudiar si la aplicación afín f(w, y, 2) = (1+1,y+2, 2+3) tiene 
algún punto fijo o algún subespacio invariante. 


Solución La matriz asociada a f es 


1000 
100 
3001 


y la matriz asociada a la aplicación lineal f es la identidad. Por tanto, f 
es una traslación de vector Y = Of(O) = (1,2,3) — (0,0,0) = (1,2,3). Las 
traslaciones no tienen puntos fijos. 

Los subespacios invariantes de f son: 


- Las rectas que tienen dirección la del vector de traslación; esto es, rectas de 
la forma r = P + L((0)). 


- Los planos que tienen la dirección del vector de traslación; esto es, planos 
de la forma 7 = P + L((8,0)). 


Ejemplo 3 Estudiar si la aplicación afín f(x, y, 2) = (-2+2x—y, -4+2x-— 
y, 2) tiene algún punto fijo o algún subespacio invariante. 
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Solución La matriz asociada a f es 


1.0.0.0 
-2 2-10 
MAD= | 4 100 
0.0.0 1 


y la matriz asociada a la aplicación lineal f es 


2-10 
A=Ms(f=| 2-1 0 
0 0 1 


Los autovalores de A son A=0 y 1 pues: 


ik 0 
deíA-iD=| 2 -—1-A4 0 ¡=-A(M-D, 
0 E EN 


Quizás la matriz A sea idempotente pues sus autovalores son A = 0 y 1. Se 
comprueba que 4? = A y por tanto, A es idempotente. Luego f es una 
proyección. 

El subespacio de puntos fijos de f es 


esto es, 
0 1-10 5 2 
0i=/|2 2 0 y |I+| 4 
0 0.0.0 2 0 
equivalentemente 
0O=x-y-2 
0=2x-2y-4 
O'=0 


Por tanto el plano 7 = x—y-—2 = 0 es un plano de puntos fijos (cuyo espacio 
vectorial asociado es el autovectores asociados al autovalor A = 1). 
Veamos cuál es el subespacio de autovectores asociado al autovalor A = 0: 


2-10 í 0 
V(0) = <(2,y,z) tales que | 2 -1 0 YyIi=/0 
U 0.2 2 0 


tl 


[(x, y, 7) tales que 21 — y =0, 2 = 0) 
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Por otro lado 


—— 


Pf(P) 55 FP) =P = (-2 +20 - y, 4 +22 = y, 2) — (2, y, 2) 
(-2— x-— y, -4+2x — 2y,0) € V(0) 


pues las componentes del vector P£(P) cumplen la ecuación de V(0). Por 
tanto, las rectas cuyo espacio vectorial asociado es V(0) = £L(((1,2,0))) son 
rectas invariantes de f. 

Los subespacios invariantes de f son: 


- Las rectas con espacio vectorial asociado V(0) = L(((1, 2, 0))). 
- Los planos que contienen a rectas invariantes. 
- El plano de puntos fijos Tr =x—y-2=0. 


- Las rectas contenidas en el plano de puntos fijos pues son rectas de puntos 
fijos. 


Ejercicio Obtener la expresión analítica de una aplicación afín f: Az — Az 
sabiendo que transforma el origen en el punto de coordenadas (3, 1, 1) y el plano 
tr de ecuación cartesiana 11 + 2x7 — 23 +1=0 es un plano de puntos fijos. 


Solución Como el plano r es un plano de puntos fijos, el plano vectorial 
asociado a Tr es un plano de autovectores asociados al autovalor A = 1 de la 
aplicación lineal asociada f. Como r = P + £L ((ú,, 2)) con P(0,0,1), ú, = 
(1,0,1), da = (0,1,2) pues P € Tr (esto es, las coordenadas de P son solución 
de la ecuación de Tr) y los vectores ú1,U2 € 7 (sus respectivas coordenadas son 
solución de la ecuación homogenénea asociada: 21 + 227 — 23 = 0). 

Por tanto, sabemos: 


F(0,0,0) = (8,1, 1) 

ÑO) = (8,1) 
F(úr) = u => F(1,0, 1) = (1,0, 1) 
F (uz) = uy => F(0, 1,2) = (0, 1,2) 


De las dos primeras condiciones obtenemos 
=> : 
F(OP) => FP) ES F(O) > (0, 0, 1) > (3,1, 1) 7 (—3,—1, 0). 
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—> => 
Por tanto, considerando la referencia R/ = (P, OP, U1, ia) (nótese que OP, 


%1, Us son linealmente independientes), obtenemos: 


10.00 
3-—_310 
A a 
L- 1.2 
Y como 
1000 
0010 
Mee=l 0001] 
LL e 
obtenemos 
1.000 iaa” 
” 3-31 0 001.0 
Mer = Mer(F) : Mag = YT iO 00.01 
1.0 12 1113 
100.0 
e 646 -3 
É 213 — 1 
Ll 12 0 


Luego la expresión analítica de f es: 


F(x,, 22, 3) = (6 + 4x1 + 6x2 — 313,2 + 11 + 3%9 — T3,1+21+ 222). 
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